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1) Calcolare la misura di
B =





y d x d y con
B =





y2 d x d y con
B =





y d x d y con
B =





y d x d y con
B =





(x + y)d x d y con
B =





f (x, y)d x d y con:
a. B =

(x, y) ∈R2  x ≤ 1, x + y ≤ 2,3x+ y ≥ 0	 f (x, y) = 1
b. B =

(x, y) ∈R2  |x| ≤ 3, |2x − y| ≤ 2	 f (x, y) = y2
1
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c. B =

(x, y) ∈R2  x2− y ≤ 2, x − y ≥−4	 f (x, y) = x
d. B =

(x, y) ∈R2  x2+ 4y2 ≤ 16, x − y2 ≥−4	 f (x, y) = x
e. B =

(x, y) ∈R2  x2+ y2 ≤ 9, x2+ y2 ≥ 1	 f (x, y) =p1+ x2+ y2
f. B =

(x, y) ∈R2  x2+ 4y2 ≤ 4, x ≥ 0	 f (x, y) = x2
g. B =

(x, y) ∈R2  x2+ (y + 1)2 ≤ 4, x ≤ |y + 1|	 f (x, y) = x2+ y2+ 4
h. B =

(x, y) ∈R2  4x2+ 9y2 ≤ 3, x ≤ 0, x + y ≤ 0	 f (x, y) = xy
8) Calcolare la misura di
B =

(x, y, z) ∈R3  9x2+ y2+ z2 ≤ 25, z ≤ 3, 9x2+ y2 ≤ (z + 1)2	
9) Calcolare la misura di
B =





z d x d y d z con
B =





x d x d y d z con
B =





f (x, y, z)d x d y d z con:
a. B =

(x, y, z) ∈R3  y2+ 4z2 ≤ 16, y2+ 4z2 ≥ x2	 f (x, y, z) = 1
b. B =
§
(x, y, z) ∈R3




f (x, y, z) = 1
c. B =
¦
(x, y, z) ∈R3
 x2+ y2+ 4z2 ≤ 9, −3+px2+ 4z2 ≤ 2y ≤ 3© f (x, y, z) = 1
d. B =

(x, y, z) ∈R3  x2+ 2y2+ z2 ≤ 4, x2+ 2y2+ 9z2 ≥ 9, z ≥ 0	 f (x, y, z) = 1
e. B =

(x, y, z) ∈R3  x2+ y2 ≤ 4, z ≤ (x − 1)2+ y2, z ≥−1	 f (x, y, z) = 1
f. B =

(x, y, z) ∈R3  x2+ y2+ 4z2 ≤ 3, x2− y2+ 4z2 ≤ 1, z ≥ 0	 f (x, y, z) = 1
g. B =

(x, y, z) ∈R3  x2+3y2+z2 ≥ 4, x2+3y2 ≤ 4, z ≥ 0, x+z ≤ 10	 f (x, y, z) = 1
h. B =
§
(x, y, z) ∈R3
 x2+ 9y2 ≤ 9z2+ 2, x2+ 9y2+ z2 ≤ 4, z ≥ 0
ª
f (x, y, z) = 1
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i. B =

(x, y, z) ∈R3  x2+ 4z2 ≤ 4, |y| ≤ x + 3	 f (x, y, z) = 1
j. B =
¦
(x, y, z) ∈R3
 x2+ y2 ≤ 4, x2+ y2+ z2 ≤ 16, z ≥−px2+ y2© f (x, y, z) = 1
k. B =

(x, y, z) ∈R3  x2+ 9y2 ≥ (z − 2)2, x2+ 9y2+ z2 ≤ 16	 f (x, y, z) = 1
l. B =

(x, y, z) ∈R3




f (x, y, z) = 1
m. B =

(x, y, z) ∈R3  x2+ y2+ z2 ≤ 4, y ≤ 1	 f (x, y, z) = x2y
n. B =
¦
(x, y, z) ∈R3
 4y2+ z2 ≤ 16, x ≤p4y2+ z2, x + y ≥−1© f (x, y, z) = x
o. B =

(x, y, z) ∈R3  x2+ 4y2+ z2 ≤ 4, x2+ 4y2 ≥ 4z + 4	 f (x, y, z) = x2
p. B =
¦
(x, y, z) ∈R3
 4x2+ 4y2+ z2 ≤ 16, p3(x + 1)≤p4y2+ z2© f (x, y, z) = z2
q. B =

(x, y, z) ∈R3  4x2+ 2y2+ z2 ≤ 4, x ≥ 0, y ≥ 0	 f (x, y, z) = 4+ 2y2+ z2
r. B =

(x, y, z) ∈R3  x2+ 4y2+ 16z2 ≤ 4, x + 4z ≤ 2, y ≥ 0	 f (x, y, z) = y
s. B =
¦
(x, y, z) ∈R3
 z ≥p7x2+ 3y2, 2x + z ≤ 3© f (x, y, z) = z
t. B =

(x, y, z) ∈R3  3x2+ y2+ z2 ≥ 4, 3x2+ y2+ z2 ≤ 9, z ≥ 0	 f (x, y, z) = 3x2+ y2
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Soluzioni e risultati
1) L’equazione 4x2+ y2 = 8 individua un’ellisse di centro l’origine, assi gli assi cartesiani,
semiassi di lunghezza
p
2 lungo l’asse x e 2
p
2 lungo l’asse y . La disequazione 4x2 +
y2 ≤ 8 è verificata dai punti interni all’ellisse. Le altre due disequazioni individuano dei












L’insieme non ha particolari simmetrie, quindi non risulta utile procedere a un cambia-
mento di variabili. Ricavando x oppure y dalle disuguaglianze che definiscono B si ot-
tengono disuguaglianze simili, quindi è indifferente sezionare B parallelamente all’asse x o
all’asse y .









. Se x soddisfa questa condizione,
si ha y ∈ Bx se e solo se y ≥−2 e 4x2+ y2 ≤ 8 , cioè −
p














La disequazione −p8− 4x2 ≤−2 equivale a p8− 4x2 ≥ 2 ; poiché entrambi i membri
sono non negativi, questa equivale a 8 − 4x2 ≥ 4 , che è verificata per x ∈ [−1,1] . Per-
ciò se x ∈ [−1,1] , allora max−p8− 4x2,−2	 =−2 , mentre se x ∈ −p2,−1 , allora
max
−p8− 4x2,−2	 =−p8− 4x2 . Pertanto se x ∈ −p2,−1 , risulta
Bx =
(−p8− 4x2,p8− 4x2 , se x ∈ −p2,−1 ,−2,p8− 4x2 , se x ∈ [−1,1] .









































8cos2 t d t +
∫ pi/4
−pi/4















d t + 4=
=





2t + sin(2t )
pi/4
−pi/4+ 4=











+ 4= 2pi+ 4 .
2) L’insieme B è l’intersezione tra il cerchio di centro l’origine e raggio 5 e il semipiano






Le disuguaglianze che definiscono B non cambiano scambiando x con y , quindi è indif-
ferente applicare il teorema di riduzione integrando prima rispetto alla variabile x o prima
rispetto alla variabile y . Ricaviamo y dalle disequazioni che definiscono B ; si ha y ≥ 5− x
e y2 ≤ 25− x2 . La seconda disequazione è verificata solo se x2 ≤ 25 , cioè se x ∈ [−5,5] ; in










Poiché 5− x ≥ 0 , si ha max−p25− x2, 5− x	 = 5− x , quindi Bx = 5− x,p25− x2 .
Tale insieme è non vuoto se e solo se 5− x ≤p25− x2 . Poiché 5− x ≥ 0 , possiamo elevare
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al quadrato e la disequazione è equivalente a (5− x)2 ≤ 25− x2 , cioè 25−10x+ x2 ≤ 25− x2























































Se (x, y) ∈ B , allora x ∈ [−3,3] . Inoltre deve essere −2≤ 2y − x ≤ 2 e quindi
x
2
− 1≤ y ≤ x
2
+ 1 .
Pertanto se x ∈ [−3,3] si ha Bx = [(x/2)− 1, (x/2)+ 1] , mentre se x /∈ [−3,3] si ha Bx =∅ .
Quindi risulta∫∫
B
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Poniamo ¨
x = ρcosθ ,
y = ρ sinθ ;
cioè effettuiamo il cambiamento di variabili
Φ(ρ,θ) = (ρcosθ,ρ sinθ) .
Poiché il determinante della matrice jacobiana di Φ nel punto (ρ,θ) è uguale a ρ , per il
teorema di cambiamento di variabili abbiamo∫∫
B
y d x d y =
∫∫
Φ−1(B)






 ρ2 ≤ 4, 0≤ ρcosθ≤ ρ sinθ	 =
= [0,2]×{θ ∈ [0,2pi] | 0≤ cosθ≤ sinθ} .
Se 0 ≤ cosθ ≤ sinθ allora sia sinθ che cosθ sono non negativi, quindi θ ∈ [0,pi/2] . Per
tali θ la disequazione cosθ ≤ sinθ è verificata se e solo se θ = pi/2 oppure tanθ ≥ 1 , cioè
θ≥pi/4 . Quindi Φ−1(B) = [0,2]× [pi/4,pi/2] .
Applicando il teorema di riduzione otteniamo
∫∫
B

































5) L’insieme B è il cerchio di centro (0,−1) e raggio 2 , pertanto per calcolare l’integrale
è utile passare in coordinate polari, opportunamente modificate in modo da tenere conto che
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Poniamo ¨
x = ρcosθ ,
y + 1= ρ sinθ ,
cioè effettuiamo il cambiamento di variabili
Φ(ρ,θ) = (ρcosθ,−1+ρ sinθ) .
Il determinante della matrice jacobiana di Φ nel punto (ρ,θ) è uguale a ρ . Perciò
∫∫
B
































6) L’insieme B è la parte di un semipiano racchiusa da un’ellisse. Passando in coordinate
polari (opportunamente modificate) l’ellisse si trasforma in un rettangolo. Poiché la retta che
delimita il semipiano passa per l’origine, che è il centro dell’ellisse, anche l’intersezione tra















y = ρ sinθ ,
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 ρ2 ≤ 4,ρ sinθ≥ ρp3 cosθ

.
Si ha ρ sinθ ≥ (1/p3)ρ cosθ se, e solo se, sinθ ≥ (1/p3)cosθ . In questa espressione vale
l’uguaglianza se tanθ = 1/
p
3 , cioè θ = pi/6+ kpi , con k ∈ Z . Poiché consideriamo solo
θ ∈ [0,2pi] si ha θ = pi/6 o θ = 7pi/6 . Si verifica facilmente che è sinθ≥ (1/p3)cosθ per
θ ∈ [pi/6,7pi/6] . Perciò Φ−1(B) = [0,2]× [pi/6,7pi/6] e si ha
∫∫
B
























































































































ρ3 cos2θ dθ dρ=pi














ρ3 cosθ sinθ dθ dρ=
1
104
8) L’equazione 9x2 + y2 + z2 = 25 individua l’ellissoide di centro l’origine, avente come
assi gli assi cartesiani e semiassi di lunghezza 5 lungo gli assi y e z e 5/3 lungo l’asse x .
La disequazione 9x2+ y2+ z2 ≤ 25 è verificata dai i punti interni all’ellissoide. L’equazione
9x2+y2 = (z+1)2 individua un cono di vertice (0,0,−1) , avente come asse l’asse delle z . La
disequazione 9x2+ y2 ≤ (z + 1)2 è verificata dai punti interni a una delle due falde del cono.
L’insieme B è quindi costituito dai punti che appartengono o sono interni sia all’ellissoide




Passando in coordinate sferiche modificate l’ellissoide si trasforma in un parallelepipedo,
ma il cono non ha vertice nell’origine e quindi viene trasformato in un insieme difficile da
determinare. Quindi non è opportuno utilizzare le coordinate sferiche. Poiché nelle disequa-
zioni che individuano l’insieme B le variabili x e y compaiono solo nella forma 9x2+ y2 è
invece opportuno fare un cambiamento di variabili passando in coordinate cilindriche, modi-







y = ρ sinθ ,
z = t ;
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cioè effettuiamo il cambiamento di variabili







Il determinante della matrice jacobiana di questo cambiamento di variabili è
det J
Φ


















(ρ,θ, t ) ∈R+× [0,2pi]×R




(ρ, t ) ∈R+×R





(ρ,θ, t ) ∈R+× [0,2pi]×R

































Calcoliamo questo integrale mediante il teorema di riduzione. Dalle disequazioni che
definiscono l’insieme C è più semplice ricavare ρ in funzione di t piuttosto che t in fun-
zione di ρ , perché ρ compare solo in due disequazioni ed è sempre non negativo. Deter-
miniamo Ct . Se (ρ, t ) ∈ C allora t ≤ 3 , quindi se t > 3 si ha Ct = ∅ . Inoltre anche
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se t /∈ [−5,5] allora Ct = ∅ perché in tal caso non esiste ρ tale che ρ2+ t 2 ≤ 25 . Se




 ρ≤p25− t 2, ρ≤ |t + 1|© = 0,min¦p25− t 2, |t + 1|© .
Questo insieme è non vuoto perché
p
25− t 2 e |t + 1| sono entrambi non negativi. Deter-
miniamo il minimo tra
p
25− t 2 e |t + 1| ; si hap
25− t 2 ≥ |t + 1| ⇐⇒ 25− t 2 ≥ (t + 1)2 ⇐⇒ 25− t 2 ≥ t 2+ 2t + 1 ⇐⇒ t 2+ t − 12≤ 0 .











quindi è non negativo per t ∈ [−4,3] ; pertantop
25− t 2 ≥ |t + 1| ⇐⇒ t ∈ [−4,3] .




25− t 2 , mentre se t ∈ [−4,3] risulta






























































































9) L’equazione 4x2 + y2 − 1 = z individua un paraboloide ellittico di vertice il punto
(0,0,−1) e asse l’asse delle z . La disequazione 4x2 + y2 − 1 ≤ z è soddisfatta dai punti
che hanno quota maggiore di punti che appartengono al paraboloide, cioè dai punti interni
al paraboloide. Le due disequazioni 0 ≤ z e z ≤ 2y + 2 individuano l’intersezione di due
semispazi.
L’insieme B non presenta particolari simmetrie, quindi, al fine di calcolarne il volume,
non è opportuno eseguire un cambiamento di variabili.
É evidente che, fissati y e z , l’insieme in cui varia x è individuato dalla sola disequazione
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purché y e z siano tali che la quantità sotto radice sia non negativa e inoltre 0≤ z ≤ y + 2 .
Perciò l’insieme degli (y, z) tali che By,z 6=∅ è
C =

























Calcoliamo questo integrale mediante il teorema di riduzione. Poiché il polinomio sotto
radice nella funzione integranda è di primo grado nella variabile z e di secondo nella y ,
è più semplice integrare rispetto a z che rispetto a y ; pertanto applichiamo il teorema di
riduzione in modo che il primo integrale che viene calcolato sia quello rispetto a z . Come
vedremo questa scelta costringe a scomporre l’integrale nella somma di due integrali, ma ciò
è compensato dalla semplificazione dei calcoli successivi. Si ha
Cy =

z ∈R  max 0, y2− 1	 ≤ z ≤ 2y + 2	 ;
poiché max{0, y2− 1} è 0 se y ∈ [−1,1] ed è y2− 1 in caso contrario, si ha
Cy =
¨
{ z ∈R | 0≤ z ≤ 2y + 2} se y ∈ [−1,1] ,
{ z ∈R | y2− 1≤ z ≤ 2y + 2} se y /∈ [−1,1] .
Per y ∈ [−1,1] è 2y + 2≥ 0 e quindi Cy 6=∅ ; per y /∈ [−1,1] si ha
Cy 6=∅ ⇐⇒ y2− 1≤ 2y + 2 ⇐⇒ y2− 2y − 3≤ 0 .
Il polinomio y2− 2y − 3 ha le radici




e quindi è non positivo per y ∈ [−1,3] . Pertanto quando y /∈ [−1,1] , si ha Cy 6= ∅ se e
solo se y ∈ ]1,3] . Perciò Cy 6=∅ e e solo se y ∈ [−1,1]∪ ]1,3] = [−1,3] . Per il teorema di











































































1− y23/2 d y .


























cos4 s d s =
∫ pi/2
−pi/2































































Lamisura dell’insieme B può però essere calcolata anche procedendo in altromodo. Posto
D =

(x, y, z) ∈R3  4x2+ y2− 1≤ z , z ≤ 2y + 2	 ,
si ha B ⊆D e quindi µ(B) =µ(D)−µ(D \B) . Poniamo
E =D \B =  (x, y, z) ∈R3  4x2+ y2− 1≤ z , z < 0, z ≤ 2y + 2	 .
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Se 4x2+ y2− 1≤ z e z < 0 allora 4x2+ y2− 1 < 0 , quindi y2 < 1 , da cui segue y >−1 e
quindi 2y + 2> 0> z . Pertanto
E =

(x, y, z) ∈R3  4x2+ y2− 1≤ z , z < 0	 .
Calcoliamo ora µ(D) . Si ha
Dx ,y =

z ∈R  4x2+ y2− 1≤ z ≤ 2y + 2	 ,
perciò è opportuno applicare il teorema di riduzione proiettando l’insieme D sul piano
(x, y) . Evidentemente Dx ,y 6=∅ se e solo se 4x2+y2−1≤ 2y+2 , cioè 4x2+y2−2y−3≤ 0 ,
che equivale a x2+ (y − 1)2 ≤ 4 . Quindi, posto
F =

(x, y) ∈R2  4x2+ (y − 1)2 ≤ 4	
si ha Dx ,y =










d x d y =
∫∫
F
(−4x2− y2+ 2y + 3)d x d y .
Poiché F è la parte di piano delimitata dall’ellisse 4x2+(y−1)2 = 4 , per calcolare quest’ultimo





y − 1= ρ sinθ ,




























































Calcoliamo ora µ(E) . È possibile procedere in modo analogo a quanto fatto per calcolare
µ(D) , tenendo presente che si ha
Ex ,y =

z ∈R  4x2+ y2− 1≤ z < 0	
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e quindi Ex ,y 6=∅ se e solo se 4x2+ y2− 1< 0 . Perciò, posto
G =

(x, y) ∈R2  4x2+ y2 < 1	 ,
si ha Ex ,y =









d x d y =
∫∫
G
(1− 4x2− y2)d x d y .




























































Si ottiene quindi nuovamente






10) L’equazione x2 + (y − 3)2 = 9 individua (in R3 ) un cilindro con direttrici parallele
all’asse delle z , generato dalla circonferenza (nel piano z = 0 ) di centro (0,3) e raggio 3 . La
disequazione x2+(y−3)2 ≤ 9 è perciò soddisfatta dai punti che interni al cilindro. L’equazione
z2 = 2x2 + y2 individua un cono di vertice l’origine e asse l’asse z , mentre la disequazione
z2 ≤ 2x2 + y2 individua i punti esterni al cono. L’insieme B è quindi costituito dai punti
interni al cilindro ed esterni al cono, che inoltre abbiano quota maggiore o uguale di zero.
Poiché l’insieme non presenta nessun tipo di simmetria non è opportuno procedere ad
un cambiamento di variabile. Dalla definizione di B segue che la proiezione di B sul piano
(x, y) è contenuta nell’insieme
C =

(x, y) ∈R2  x2+ (y − 3)2 ≤ 9	
e per (x, y) ∈C si ha z ∈ Bx ,y se e solo se sono soddisfatte le due disequazioni z2 ≤ 2x2+ y2






; questo insieme è non vuoto qualunque sia (x, y) ∈ C ,
quindi C è la proiezione di B sul piano xy .




























(2x2+ y2)d x d y .
Poiché C è un cerchio, per calcolare questo integrale è opportuno passare in coordinate
polari, opportunamente modificate, perché il centro di C è il punto (0,3) e non l’origine.
Poniamo quindi ¨
x = ρcosθ ,
y = 3+ρ sinθ ,
cioè effettuiamo il cambiamento di variabili
Φ(ρ,θ) = (ρcosθ, 3+ρ sinθ) .
Il determinante della matrice jacobiana di Φ è uguale a ρ , visto che differisce solo per una





 ρ2 ≤ 9	 = [0,3]× [0,2pi] ,
si ha∫∫∫
B
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11) L’equazione x2+ 6y2+ 3z2 = 12 individua un ellissoide di centro l’origine, con assi gli
assi cartesiani e semiassi di lunghezza 2
p
3 lungo l’asse x ,
p
2 lungo l’asse y e 2 lungo
l’asse z . La disequazione x2 + 6y2 + 3z2 ≤ 12 è soddisfatta dai punti interni all’ellissoide.
L’equazione x2+2y2+3z2 = 8 individua un ellissoide di centro l’origine, assi gli assi cartesiani
e semiassi di lunghezza 2
p
2 lungo l’asse x , 2 lungo l’asse y e 2
p
2/3 lungo l’asse z .
La disequazione x2 + 2y2 + 3z2 ≥ 8 è soddisfatta dai punti esterni all’ellissoide. Infine la
disequazione x ≥ z è soddisfatta dai punti del semispazio delimitato dal piano x = z che




Poiché l’insieme è individuato da degli ellissoidi si può pensare di passare in coordinate
sferiche (opportunamente modificate), ma siccome i coefficienti di x2 , y2 e z2 non sono
proporzionali tra loro nelle equazioni dei due ellissoidi (cioè gli ellissoidi non sono omote-
tici) le coordinate sferiche non possono essere modificate in modo da adattarsi a entrambi
gli ellissoidi; quindi tale metodo non è utile per semplificare i calcoli. Nelle equazioni degli
ellissoidi sono invece proporzionali tra loro i coefficienti dei termini in x2 e z2 , per questo
motivo è utile effettuare un cambiamento di variabili, passando alle coordinate cilindriche
modificate, ponendo cioè 

x = ρcosθ ,


















(ρ,θ, t ) = det



















(ρ,θ, t ) ∈R+× [0,2pi]×R
 ρ2+ 6t 2 ≤ 12, ρ2+ 2t 2 ≥ 8, ρcosθ≥ ρp3 sinθ

.
La disuguaglianza ρcosθ≥  1/p3ρ sinθ , trascurando il caso ρ= 0 che è ininfluente ai fini










per risolvere tale disequazione occorre studiare il segno di ciascuno dei fattori, si ottiene
0 pi/3 pi/2 4pi/3 3pi/2 2pi
cosθ + + + + − − − − − − − − + + + +p























 ρ2+ 6t 2 ≤ 12, ρ2+ 2t 2 ≥ 8
ª
.













 ρ2+ 6t 2 ≤ 12, ρ2+ 2t 2 ≥ 8
ª
;
in tal modo i calcoli risultano un po’ più semplici.
Abbiamo quindi ∫∫∫
B






ρdρdθ d t .
Nelle disequazioni che individuano l’insieme C non compare θ , quindi, posto
D =

(ρ, t ) ∈R+×R
 ρ2+ 6t 2 ≤ 12, ρ2+ 2t 2 ≥ 8	 ,
se (ρ, t ) ∈ D si ha Cρ,t = [−2pi/3,pi/3] , mentre se (ρ, t ) /∈ D si ha Cρ,t = ∅ . Applicando
il teorema di riduzione si ha quindi∫∫∫
B






































ρ2 dρd t .














Poiché se (ρ, t ) ∈ D è ρ≥ 0 , ricavando ρ da ciascuna delle disequazioni che individua-
no D si ottiene una sola limitazione per ρ , se invece si ricava t da ciascuna disequazione se
ne ottengono due, è quindi evidente che è più semplice cioè applicare il teorema di riduzione
in modo da integrare prima rispetto a ρ e poi rispetto a t .
Se t 2 > 2 allora Dt = ∅ , perché in tal caso la disequazione ρ
2+ 6t 2 ≤ 12 non è mai








 p8− 2t 2 ≤ ρ≤p12− 6t 2© ;
tale insieme è non vuoto se e solo se t è tale che
p
8− 2t 2 ≤ p12− 6t 2 , che equivale a
8− 2t 2 ≤ 12− 6t 2 , cioè t 2 ≤ 1 . Quindi se t ∈ [−1,1] , allora Dt =
p
8− 2t 2,p12− 6t 2 ,
in caso contrario Dt è vuoto. Abbiamo quindi∫∫∫
B









































8− 2t 23/2 d t .
Effettuando la sostituzione t =
p
























































Capitolo 1. Integrali multipli 21


































































































































































































































































































































































































































































































ρ4 sin3θ dϕ dθ dρ=
844
5
p
3
pi
